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wWEDENIE
dANNOE UEBNOMETODIESKOE POSOBIE PREDSTAWLQET SOBOJ PERWU IZ
ETYREH ZAPLANIROWANNYH ASTEJ PREDNAZNAENNYH DLQ OZNAKOMLENIQ
STUDENTOW TRETXEGOPQTOGO KURSOW MEHANIKOMATEMATIESKOGO FAKULX
TETA S ODNIM IZ NAPRAWLENIJ SOWREMENNOJ ALGEBRY MY NAZYWAEM UNI
WERSALXNOJ I KATEGORNOJ ALGEBROJ GDE IZUATSQ SAMYE OBIE I OS
NOWNYE ALGEBRAIESKIE STRUKTURY ASTNYMI SLUAQMI KOTORYH QWLQ
TSQ GRUPPY KOLXCA MODULI I TPpERWAQ ASTX POD NAZWANIEM kLAS
SIESKAQ ALGEBRA IMEET W OSNOWNOM SPRAWONYJ HARAKTERmATERIAL
PO GRUPPAM KOLXCAM  POLQM I OTASTI MODULQM PRIWODITSQ W PO
SOBII S CELX POWTORENIQ TAK KAK WO WTOROM SEMESTRE WTOROGO KURSA
ALGEBRA NA MEHMATE NE ITAETSQ I K TRETXEMU KURSU KOETO NAWERNQKA
ZABUDETSQ dANY TONYE OPREDELENIQ FORMULIROWKI WAVNEJIH TEO
REM I OSNOWNYE PRIMERY OPISYWAEMYH ALGEBRAIESKIH OBEKTOW dOKA
ZATELXSTWA W BOLXINSTWE SLUAEW OTSUTSTWUT ILI PRIWODITSQ OSNOW
NAQ IDEQ POSTROENIQ ILI RASSUVDENIQ oPRAWDANIEM TOMU SLUVIT TO
TO PRAKTIESKI WSE PODROBNOSTI MOVNO NAJTI W PRIWODIMOM W KONCE
POSOBIQ SPISKE LITERATURYmATERIAL RAZBROSAN PO MNOVESTWU RAZNYH
I DOWOLXNO TOLSTYH KNIG TAK TO DANNOE POSOBIE PREDNAZNAENO W
OSNOWNOM DLQ TOGO TOBY IZBAWITX STUDENTOW OT REZMERNO BOLXOJ
RABOTY PO OTYSKANI NEOBHODIMOGO SREDI MASSY NEOBQZATELXNOGO
wTORAQ ASTX POSOBIQ BUDET POSWQENA UNIWERSALXNOJ ALGEBRE TOV
DESTWAM I MNOGOOBRAZIQM TEOREME bIRKGOFA PROSTEJIM PONQTIQM TE
ORII KATEGORIJ I FUNKTOROW 	ASTX TRETXQ BOLEE DETALXNOMU WWEDE
NI W TEORI KATEGORIJ 	ETWERTAQ ASTX BUDET POSWQENA ALGEBRAI
ESKOJ TEORII OPERAD
 
 astx I klassi eskaq algebra
  pOLUGRUPPY 
oPREDELENIE  pOLUGRUPPA P ESTX MNOVESTWO WMESTE S ZADAN
NOJ NA NEM BINARNOJ OPERACIEJ  TO ESTX OTOBRAVENIEM
P   P  P  x y  xy
REZULXTAT PRIMENENIQ KOTOROGO ASTO NAZYWAETSQ UMNOVENIEM PRI
EM DOLVNO BYTX WYPOLNENO SLEDUEE TOVDESTWO ASSOCIATIWNOSTI
DLQ LBYH x y z  P IMEET MESTO RAWENSTWO xyz  xyz  pOLU
GRUPPA NAZYWEETSQ KOMMUTATIWNOJ ESLI DLQ WSEH x y  P IMEET MESTO
RAWENSTWO xy  yx  
LEMENT e  P NAZYWAETSQ NEJTRALXNYM LE
MENTOM POLUGRUPPY ESLI DLQ LBOGO x  P IMET MESTO RAWENSTWA
xe  ex  x  nEJTRALXNYJ LEMENT ASTO NAZYWAT EDINICEJ POLU
GRUPPY I ISPOLXZUT DLQ NEGO SOOTWETSTWUEE OBOZNAENIE e   
pOLUGRUPPA S EDINICEJ NAZYWAETSQ TAKVE MONOIDOM lEGKO UBEDITXSQ
TO W POLUGRUPPE MOVET BYTX NE BOLEE ODNOGO NEJTRALXNOGO LEMENTA
rEZULXTAT BINARNOJ OPERACII P   P  P  WOOBE GOWORQ MOVNO
OBOZNAATX SAMYM PROIZWOLXNYM OBRAZOM zAPISX W WIDE x y  xy
NAZYWAT MULXTIPLIKATIWNOJ kROME NEE ASTO ISPOLXZUETSQ TAK NA
ZYWAEMAQ ADDITIWNAQ ZAPISX x y  x  y OPERACIQ SLOVENIQ
DLQ KOTOROJ TOVDESTWO ASSOCIATIWNOSTI WYGLQDIT TAK  x  y  z 
x  y  z  A NEJTRALXNYJ LEMENT NAZYWAETSQ NULEM I OBOZNAAETSQ
SOOTWETSTWENNO KAK   	AE WSEGO ADDITIWNYE OBOZNAENIQ ISPOLXZU
TSQ DLQ KOMMUTATIWNYH POLUGRUPP TO ESTX KOGDA xy  yx  dALEE
W TEKSTE MNOGIE OPREDELENIQ I FAKTY FORMULIRUTSQ TOLXKO W MULX
TIPLIKATIWNOJ ZAPISI pODRAZUMEWAETSQ TO W SLUAE NEOBHODIMOSTI
ITATELX SMOVET SAM PEREJTI K DRUGOJ FORME OBOZNAENIJ

oPREDELENIE  gOMOMORFIZM h IZ POLUGRUPPY P W POLUGRUPPU
Q  TO OTOBRAVENIE h  P  Q  TAKOE TO DLQ LBYH x y  P IME
ET MESTO RAWENSTWO hxy  hxhy  gOMOMORFIZM POLUGRUPP S EDI
NICAMI DOLVEN DOPOLNITELXNO UDOWLETWORQTX USLOWI he  e ILI
h    eSLI IZ KONTEKSTA NE BUDET QSNO K KAKOJ POLUGRUPPE PRINAD
LEVIT TOT ILI INOJ NEJTRALXNYJ LEMENTTO NADO ISPOLXZOWATX OBOZNA
ENIQ WIDA 
P
DLQ NEJTRALXNOGO LEMENTA P  I TP tAKIM OBRAZOM





eSLI DANY DWA GOMOMORFIZMA POLUGRUPP h  P  Q  f  QW  TO
IH KOMPOZICIQ fh  P W  OPREDELQEMAQ KAK fhx  fhx  TAK
VE QWLQETSQ GOMOMORFIZMOM POLUGRUPP tOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE IZ
P W P ESTX GOMOMORFIZM POLUGRUPP
oPREDELENIE  pODPOLUGRUPPOJ P
 
POLUGRUPPY P NAZYWAET
SQ TAKOE PODMNOVESTWO P
 





 kOGDA REX IDET O PODPOLUGRUPPE POLUGRUPPY S EDINICEJ









TO OPREDELENIE OZNAAET TO  ESLI WZQTX OGRANIENIE BINARNOJ




 P   P  TO EGO MOVNO RASSMATRIWATX KAK
OTOBRAVENIE W P
 
 I OTNOSITELXNO TOJ BINARNOJ OPERACII MNOVESTWO
P
 
SAMO STANOWITSQ POLUGRUPPOJ PRIEM OTOBRAVENIE WKLENIQ P
 

P ESTX GOMOMORFIZM POLUGRUPP
pUSTX h  P  Q  GOMOMORFIZM POLUGRUPP tOGDA MNOVESTWO
hP   f hx j x  P g  Q QWLQETSQ PODPOLUGRUPPOJ POLUGRUPPY Q 
NAZYWAEMOJ OBRAZOM GOMOMORFIZMA h  gOMOMORFIZM h MOVNO PRED
STAWITX W WIDE KOMPOZICII SREKTIWNOGO GOMOMORFIZMA P  hP  I
INEKTIWNOGO GOMOMORFIZMA WLOVENIQ hP   Q 
nETRUDNO UBEDITXSQ TO PERESEENIE LBOGO SEMEJSTWA PODPOLUGRUPP

SNOWA QWLQETSQ PODPOLUGRUPPOJ
pUSTX X ESTX PODMNOVESTWO POLUGRUPPY P  sUESTWUET NAIMENX
AQ PODPOLUGRUPPA P  SODERVAAQ X  oNA OBOZNAAETSQ EREZ hXi 
I NAZYWAETSQ PODPOLUGRUPPOJ POROVDENNOJ MNOVESTWOM X  eSLI VE
P
 
 hXi  TO GOWORQT TO X ESTX MNOVESTWO OBRAZUIH DLQ P
 

sLOWO NAIMENXAQ OZNAAET TO ESLI P
 
 P  PODPOLUGRUPPA
I X  P  TO hXi  P
 
 w KAESTWE hXi MOVNO WZQTX PERESEENIE
NEPUSTOGO SEMEJSTWA WSEH PODPOLUGRUPP SODERVAIH X  nEPUSTO ONO









 X   i  n n   g  pRI n   SOOTWETSTWU
IJ LEMENT ESTX EDINICA POLUGRUPPY P  tAKIM OBRAZOM MNOVESTWO
hXi SOSTOIT IZ WSEWOZMOVNYH PROIZWEDENIJ KOMPONENTOW WSEWOZMOV
NYH KONENYH  UPORQDOENNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ LEMENTOW IZ X 
iNOGDA O NIH GOWORQT NESKOLXKO OTKLONQQSX OT STROGOSTI KAK O SLOWAH
W ALFAWITE X  SM NIVE PRIMER 
pUSTX DANO PROIZWOLXNOE SEMEJSTWO POLUGRUPP f P
i
j i  I g  iH






SLEDUIM OBRAZOM TO MNOVESTWO SEMEJSTW LEMENTOW f x
i
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i  P
i
 pROIZWEDENIE SEMEJSTW f x
i
















I g  sEMEJSTWO EDINIC WSEH POLUGRUPP SEMEJSTWA f 
P
i
j i  I g ESTX























QWLQTSQ GOMOMORFIZMAMI POLUGRUPP eSLI MNOVESTWO I  f          n g




       P
n

pRIMER   rASSMOTRIM LBOE MNOVESTWO X  I PUSTX P ESTX

MNOVESTWO WSEH OTOBRAVENIJ IZ X W X  oPREDELIM NA P BINARNU
















 X  tAK KAK KOMPOZICIQ OTOBRAVENIJ ASSOCIATIWNA TO P PRE
WRAAETSQ W POLUGRUPPU EDINICEJ KOTOROJ QWLQETSQ TOVDESTWENNOE
OTOBRAVENIE 
X
 eSLI MNOVESTWO X SAMO QWLQETSQ POLUGRUPPOJTO
TONO TAKIM VE OBRAZOM PREWRAAETSQ W POLUGRUPPU MNOVESTWO WSEH
GOMOMORFIZMOW IZ X W X 
pRIMER   sWOBODNAQ ASSOCIATIWNAQ POLUGRUPPA FP X S BAZI
SOM X STROITSQ SLEDUIM OBRAZOMmNOVESTWO FP X ESTX MNOVES









 X    i  n  n    uMNOVENIE DWUH TAKIH POSLEDOWATELXNOS




        x
n




        y
m
 ESTX PRIPISYWANIE IH DRUG










        y
m
  qSNO TO TA OPERACIQ AS
SOCIATIWNA rOLX NEJTRALXNOGO LEMENTA  EDINICY  IGRAET WWODIMAQ
FORMALXNO POSLEDOWATELXNOSTX NULEWOJ DLINY  PUSTAQ  PRIPISYWA
NIE KOTOROJ SLEWA ILI SPRAWA K LBOJ DRUGOJ NIEGO NE MENQET bOLEE










      x
n
 TO MOVNO
NAZWATX STROKOJ ILI SLOWOM W ALFAWITE X  dOSTATONO RASPROSTRA
NENO OBOZNAENIE FP X  X

 MNOVESTWO WSEH SLOW W ALFAWITE X 
oSNOWNOE SWOJSTWO SWOBODNYH POLUGRUPP ESLI DANO OTOBRAVENIE  
X  P MNOVESTWA X W POLUGRUPPU P  TO SUESTWUET PRITOM TOLXKO
ODIN GOMOMORFIZM POLUGRUPP f  FP X P  TAKOJ TO fx  x
DLQ WSEH x  X  zDESX PODRAZUMEWAETSQ TO LEMENTY x  X QWLQTSQ
TAKVE I LEMENTAMI FP X  KAK POSLEDOWATELXNOSTI DLINY  qWNYJ










       x
n
  f  
PO POSTROENI 
LEMENTY FP X MOVNO MYSLITX SEBE KAK NEKOMMU
TATIWNYE ODNOLENY MONOMY  OT NEKOMMUTIRUIH PEREMENNYH IZ

MNOVESTWA X 
pRIMER    mNOVESTWO KOMMUTATIWNYH MONOMOW  ODNOLENOW  OT
KOMMUTIRUIH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA X TAKVE OBRAZUT POLU
GRUPPU KOTORAQ BUDET OBOZNAATXSQ FCP X  I NAZYWAETSQ SWOBODNOJ
KOMMUTATIWNOJ POLUGRUPPOJ S BAZISOM X  
TA POLUGRUPPA KOMMUTA
TIWNA NO DLQ NEE ISPOLXZUETSQ MULXTIPLIKATIWNAQ ZAPISX OPERACII
UMNOVENIQ oSNOWNOE SWOJSTWO SWOBODNYH KOMMUTATIWNYH POLUGRUPP
ESLI DANO OTOBRAVENIE   X  P MNOVESTWA X W KOMMUTATIWNU PO
LUGRUPPU P  TO SUESTWUET PRITOM TOLXKO ODIN GOMOMORFIZM POLU
GRUPP f  FCP X  P  TAKOJ TO fx  x DLQ WSEH x  X  qW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x
n
  f 
 PO POSTROENI
  gRUPPY 
oPREDELENIE  gRUPPA G  TO POLUGRUPPA S EDINICEJ W KOTO
ROJ DLQ KAVDOGO x  G SUESTWUET EDINSTWENNYJ y  G  TAKOJ TO
xy  yx    
LEMENT y NAZYWAETSQ OBRATNYM K LEMENTU x  I OBOZNA
AETSQ x
 
 w ADDITIWNOJ ZAPISI OBRATNYJ LEMENT OBOZNAAETSQ KAK
x  PRI TOM ISPOLXZUETSQ TAKVE OBOZNAENIE a b  a b  kOM
MUTATIWNYE GRUPPY ASTO NAZYWATSQ ABELEWYMI w ABELEWYH GRUPPAH












oPREDELENIQ DANNYE WYE DLQ POLUGRUPP PREWRAATSQ W OPREDE
LENIQ DLQ GRUPP POSLE DOBAWLENIQ SWOJSTW SWQZANNYH S WZQTIEM OBRAT
NYH LEMENTOW tAK GOMOMORFIZM GRUPP h  G D ESTX GOMOMORFIZM





TO TO SWOJSTWO MOVNO WYWESTI ISPOLXZUQ OPREDELENIE GRUPPY pOD
GRUPPA G
 








 TAK TO WLOVENIE G
 






 TO PROIZWEDENIE POLUGRUPP W KOTOROM
OPREDELENA OPERACIQ WZQTIQ OBRATNOGO LEMENTA  f x
i






j i  I g  KOTORAQ PREWRAAET TO MNOVESTWO W GRUPPU
eSLI X ESTX PODMNOVESTWO GRUPPY G  TO PODGRUPPA hXi  POROV
DENNAQ X  ESTX NAIMENXAQ PODGRUPPA W G  SODERVAAQ X  qWNOE
POSTROENIE TAKOWO




















 	 n     k  n g 
kAK OBYNO ESLI hXi  G  TO GOWORQT TO X POROVDAET G  ILI TO
X ESTX MNOVESTWO OBRAZUIH GRUPPY G 
pRIMER   cIKLIESKIE GRUPPY  TO GRUPPY U KOTORYH SU
ESTWUET MNOVESTWO OBRAZUIH SOSTOQEE IZ ODNOGO LEMENTA eSLI
G  hxi  TO G  f x
n





Z  GDE Z  GRUPPA WSEH CELYH ISEL S OPERACIEJ SLOVENIQ 
ADDITIWNAQ FORMA ZAPISI  pRI TOM LEMENTU x
n
SOOTWETSTWUET CE
LOE ISLO n  w TOM SLUAE G NAZYWAETSQ BESKONENOJ CIKLIESKOJ




TOGDA I TOLXKO TOGDA ESLI k  m  lIBO ESLI









 f z  C j z
n
  g  GRUPPA KORNEJ n J STEPENI IZ EDINICY pRI
TOM x SOOTWETSTWUET KAKOMUTO PERWOOBRAZNOMU KORN IZ EDINICY
kAVDAQ PODGRUPPA CIKLIESKOJ GRUPPY  SNOWA CIKLIESKAQ GRUPPA
pRIMER   sIMMETRIESKAQ GRUPPA n J STEPENI S
n
 ILI GRUP
PA PODSTANOWOK n J STEPENI   TO MNOVESTWO WSEH BIEKTIWNYH OTO
BRAVENIJ IZ MNOVESTWA n  f          n g W TO VE MNOVESTWO eS
LI   n  n    S
n
 TO TABLINAQ FORMA ZAPISI  ESTX
 

    n
 n

 uMNOVENIE PODSTANOWOK  TO KOMPOZICIQ FUNK
CIJ  KOTORAQ ASSOCIATIWNA   i   i  oBRATNAQ PODSTANOWKA






    n
    n

 TO ESTX EDININAQ FUNKCIQ w GRUPPE S
n
SODERVITSQ n LEMENTOW
pRIMER    gRUPPA WSEH OBRATIMYH n n MATRIC NAD KOLXCOM R
OBOZNAAETSQ EREZ GL
n
R  ILI GLnR  I NAZYWAETSQ OBEJ LI
NEJNOJ GRUPPOJ STEPENI n NAD KOLXCOM R  sUESTWUET INEKTIWNYJ




Z  KOTORYJ STROITSQ SLEDUIM OBRA
ZOM oBOZNAIM EREZ E
i j
MATRINU EDINICU n GO PORQDKA TO ESTX
MATRICU U KOTOROJ i j Q KOMPONENTA RAWNA EDINICE A WSE OSTALXNYE



























tOGDA m  INEKTIWNYJ GOMOMORFIZM GRUPP mATRICA m NAZY
WAETSQ MATRICEJ PODSTANOWKI  
pUSTX G  GRUPPA XY  G  PODMNOVESTWA G  	EREZ XY PRI
NQTO OBOZNAATX PODMNOVESTWO f xy j x  X y  Y g  eSLI DAN LEMENT
x  G I PODGRUPPA H  G  TO MNOVESTWO xH  f xh j h  H g
NAZYWAETSQ LEWYM SMEVNYM KLASSOM G PO H S PREDSTAWITELEM x  A
Hx  f hx j h  H g  PRAWYM SMEVNYM KLASSOM G PO H S PRED
STAWITELEM x  sUESTWUT WZAIMNOODNOZNANYE SOOTWETSTWIQ MEVDU
MNOVESTWAMI H I xH  H I Hx  ZADAWAEMYE TAK  h xh  y  x
 
y
DLQ h  H  y  xH  I h  hx  y  yx
 
DLQ h  H  y  Hx  w
ASTNOSTI TI MNOVESTWA RAWNOMONY mONOSTX MNOVESTWA X BU
DEM OBOZNAATX EREZ jXj  nAPOMNIM TO ESLI X KONENO TO MO
NOSTX X  TO KOLIESTWO LEMENTOW W X  mONOSTX jGj GRUPPY G
NAZYWAETSQ PORQDKOM GRUPPY
tEOREMA   dWA SMEVNYH KLASSA xH I yH LIBO NE PERESE 
KATSQ LIBO SOWPADAT xH  yH TOGDA I TOLXKO TOGDA ESLI
	
x 
y  H  eSLI a  xH  TO xH  aH  xH  H TOGDA I TOLXKO





xH  w ASTNOSTI ESLI WZQTX TOLXKO RAZLINYE  NE 
PERESEKAIESQ LEWYE SMEVNYE KLASSY I W KAVDOM WYBRATX PO
ODNOMU PREDSTAWITEL x
i
 i  I  TO G ESTX OBEDINENIE POPAR 
NO NEPERESEKAIHSQ MNOVESTW x
i
H  KAVDOE IZ KOTORYH RAWNO 
MONO H  A ODNO IZ NIH ESTX SAMO MNOVESTWO H  aNALOGI 
NYE UTWERVDENIQ SPRAWEDLIWY DLQ PRAWYH SMEVNYH KLASSOW
  ISLO RAZLINYH LEWYH SMEVNYH KLASSOW G PO H RAWNO ISLU
RAZLINYH PRAWYH SMEVNYH KLASSOW G PO H BIEKCIQ OSUEST 
WLQETSQ SOOTWETSTWIEM xH  Hx
 

 eSLI G KONENO TO OTSDA SLEDUET TO jGj  jIjjHj  ISLO
jIj RAZLINYH SMEVNYH KLASSOW G PO H  LEWYH ILI PRAWYH 
OBOZNAAETSQ EREZ jG  Hj I NAZYWAETSQ INDEKSOM PODGRUPPY
H W GRUPPE G  iMEET MESTO RAWENSTWO tEOREMA lAGRANVA
jGj  jG  HjjHj
w ASTNOSTI PORQDOK KONENOJ GRUPPY NACELO DELITSQ NA PORQ 
DOK LBOJ EE PODGRUPPY
eSLI x  G  TO PORQDOK CIKLIESKOJ PODGRUPPY hxi  G  POROVDEN





TO PORQDOK BESKONEEN A ESLI ON KONEEN TO RAWEN NAIMENXEMU PO
LOVITELXNOMU n  TAKOMU TO x
n
   iZ TEOREMY lAGRANVA SLEDUET
TO PORQDOK LEMENTA LBOJ KONENOJ PODGRUPPY NACELO DELIT PORQ
DOK GRUPPY oTSDA POLUAEM TO EcLI GRUPPA G KONENAm  jGj 




oPREDELENIE  pODGRUPPA H GRUPPY G NAZYWAETSQ NORMALX
NOJ ESLI xH  Hx DLQ LBOGO x  G  
TO KWIWALENTNO TOMU TO
DLQ LBYH x  G I h  H IMEET MESTO WKLENIE xhx
 
 H  TO
ZAPISYWAETSQ TAKVE W WIDE xHx
 
 H  
LEMENTY a I b  xax
 
NAZYWATSQ SOPRQVNNYMI
eSLI GRUPPA KOMMUTATIWNA TO LBAQ EE PODGRUPPA BUDET NORMALX
NOJ
oPREDELENIE  pUSTX DAN GOMOMORFIZM GRUPP f  G W  eGO
QDROM OBOZNAAEMYM KAK Kerf  NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH TAKIH
x  G  TO fx    eSLI OPERACIQ W W ZAPISYWAETSQ ADDITIWNO TO
SOOTWETSTWENNO Kerf  f x  G j fx   g 
eSLI f  X  Y  LBOE OTOBRAVENIE I Z  Y  TO EREZ
f
 
Z OBOZNAAETSQ MNOVESTWO f x  X j fx  Z g  oNO NAZYWAETSQ
POLNYM PROOBRAZOM Z OTNOSITELXNO f  oTOBRAVENIE f INEKTIWNO
TOGDA I TOLXKO TOGDA ESLI PROOBRAZ LBOGO LEMENTA y  Y ESTX LIBO
PUSTOE MNOVESTWO LIBO MNOVESTWO IZ ODNOGO LEMENTA
tEOREMA  qDRO H  Kerf LBOGO GOMOMORFIZMA GRUPP f 
G  W ESTX NORMALXNAQ PODGRUPPA W G  eSLI w  fg  g  G 
TO f
 
w  gH  Hg  oBRATNO DLQ LBOJ NORMALXNOJ PODGRUPPY
H  G NAJDETSQ GRUPPA H I GOMOMORFIZM f  G  W  TAKOJ
TO H  Kerf 
sLEDSTWIE  gOMOMORFIZM GRUPP f  G  W QWLQETSQ IN 
EKTIWNYM TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA EGO QDRO SOSTOIT IZ ODNOGO
LEMENTA Kerf  f 
G
g  ILI ESLI ZAPISX OPERACIJ ADDITIWNA 
KOGDA Kerf  f  g 
qWNYJ SPOSOB POSTROENIQ W I GOMOMORFIZMA f PO DANNOJ NORMALX
NOJ PODGRUPPE H  G  KONSTRUKCIQ FAKTORGRUPPY GRUPPY G PO


NORMALXNOJ PODGRUPPE H 
oPREDELENIE  fAKTORGRUPPOJ GRUPPY G PO NORMALXNOJ POD
GRUPPE H NAZYWAETSQ MNOVESTWO G	H WSEH RAZLINYH SMEVNYH KLAS
SOW G PO H  SO SLEDUIMI OPERACIQMI uMNOVENIE xHyH 





H  dLQ GRUPP S ADDITIWNOJ ZAPISX xHyH 
x  y H  x H  x H 
dLQ OBOSNOWANIQ KORREKTNOSTI OPREDELENIQ TREBUETSQ POKAZATX TO
REZULXTAT OPERACII NAD SMEVNYMI KLASSAMI NE ZAWISIT OT WYBORA PRED
STAWITELEJ KLASSOW oTOBRAVENIE   G  G	H  x  Hx  xH
STANOWITSQ SREKTIWNYM GOMOMORFIZMOM GRUPP  NAZYWAEMYM ESTES
TWENNOJ PROEKCIEJ NA FAKTORGRUPPU  PRIEM Ker  H  w SLUAE
KONENYH GRUPP jG	Hj  jG  Hj  jGj  jG	HjjHj 
tEOREMA   tEOREMA O GOMOMORFIZME pUSTX DANA GRUPPA
G  EE NORMALXNAQ PODGRUPPA H  I GOMOMORFIZM GRUPP f  G 
W  TAKOJ TO H  Kerf  tOGDA SUESTWUET ODIN I TOLXKO





   
G	H
oBRAZ  SOWPADAET S OBRAZOM f  gOMOMORFIZM  INEKTIWEN
TOGDA I TOLXKO TOGDA ESLI H  Kerf  w TOM SLUAE  OSU 
ESTWLQET IZOMORFIZM MEVDU G	H I PODGRUPPOJ fG  W 




W TEOREMA OB IZOMORFIZME
 
qWNAQ FORMULA DLQ   xH  fx 









mOVNO POKAZATX TO sgn   sgnsgn   sgn    I TO ESLI
  k l  TRANSPOZICIQ  TO ESTX k  l  l  k  i  i PRI
i  k l  TO sgn   
qDRO TOGO GOMOMORFIZMA NAZYWAETSQ GRUPPOJ ETNYH PODSTANOWOK
n J STEPENI A
n
ILI ZNAKOPEREMENNOJ GRUPPOJ n J STEPENI 
TO NOR
MALXNAQ PODGRUPPA GRUPPY S
n







n  iZWESTNO TO ETNYE PODSTANOWKI TO ESTX LEMENTY A
n
 HARAK
TERIZUTSQ TEM TO IH  I TOLXKO IH  MOVNO ZAPISATX W WIDE PROIZ
WEDENIQ ETNOGO ISLA TRANSPOZICIJ
pRIMER   pUSTX K  KOMMUTATIWNOE KOLXCO K

 U K 
MNOVESTWO EGO LEMENTOW OBLADAIH OBRATNYMI PO UMNOVENI 
TO
 MULXTIPLIKATIWNO ZAPISYWAEMAQ GRUPPA tOGDA OTOBRAVENIE WZQTIQ





ESTX GOMOMORFIZM GRUPP 
TO SLEDUET IZ HOROO IZWESTNYH FORMUL
detAB  detAdetB  detE
n
   
qDRO TOGO GOMOMORFIZMA NAZYWAETSQ SPECIALXNOJ LINEJNOJ GRUPPOJ I
OBOZNAAETSQ EREZ SL
n











      a
nn
iZ TOJ FORMULY LEGKO WYWESTI TO detm  sgn 
pUSTX G  GRUPPA X  G  rASSMOTRIMMNOVESTWO

X  f gxg
 
j x 
X g  G g  pODGRUPPA h

Xi BUDET NORMALXNOJ PODGRUPPOJ W G  tAKAQ

PODGRUPPA NAZYWAETSQ NORMALXNOJ PODGRUPPOJ G  POROVDENNOJ MNO
VESTWOM X 
oDNO IZ WAVNEJIH PRILOVENIJ TOJ KONSTRUKCII  KOMMUTANT
GRUPPY w KAESTWE X RASSMOTRIM MNOVESTWO WSEH KOMMUTATOROW 




 nORMALXNAQ PODGRUPPA POROVDEN
NAQ MNOVESTWOM WSEH KOMMUTATOROW OBOZNAAETSQ EREZ GG  I NA







  KOMMUTANT SOWPADAET S PROSTO PODGRUPPOJ POROVDENNOJ
WSEMI KOMMUTATORAMI zAMETIM TO a b   TOGDA I TOLXKO TOGDA
ESLI ab  ba  tAK KAK a b
 
 b a  TO GRUPPA GG SOSTOIT IZ
WSEWOZMOVNYH PROIZWEDENIJ KOMMUTATOROW
tEOREMA  fAKTORGRUPPA G	GG QWLQETSQ KOMMUTATIWNOJ
eSLI H  TAKAQ NORMALXNAQ PODGRUPPA G  TO G	H KOMMUTATIW 



















  f        g 







rASSMOTRIM CEPOKU WLOVENIJ NORMALXNYH PODGRUPP
G  GG  GG GG GG GG GG GG      









oPREDELENIE  gRUPPA G NAZYWAETSQ RAZREIMOJ ESLI G
n

f  g DLQ NEKOTOROGO KONENOGO n 
tEOREMA  tOMPSONfEJT wSQKAQ KONENAQ GRUPPA NEETNOGO
PORQDKA RAZREIMA
dOKAZATELXSTWO TOJ TEOREMY OPUBLIKOWANNOE W 	
  GODU ZANIMAET
OKOLO  STRANIC VURNALXNOGO FORMATA w 	M GODU ODIN IZ AWTO

ROW dVON tOMPSON BYL UDOSTOEN fILDSOWSKOJ PREMII WYSEJ NAGRA
DY ZA DOSTIVENIQ W MATEMATIKE
gRUPPA F NAZYWAETSQ SWOBODNOJ ESLI W NEJ SUESTWUET PODMNOVEST
WO X  BAZIS  TAKOE TO DLQ LBOJ GRUPPY W I LBOGO OTOBRAVENIQ
  X  W SUESTWUET ODIN I TOLXKO ODIN GOMOMORFIZM f  F  W 
TAKOJ TO DLQ WSEH x  X IMEET MESTO RAWENSTWO fx  x  sWO
BODNAQ GRUPPA S BAZISOM IZ ODNOGO LEMENTA  TO BESKONENAQ CIKLI
ESKAQ GRUPPA
tEOREMA  sWOBODNAQ GRUPPA SUESTWUET DLQ LBOGO NAPERED
ZADANNOGO BAZISA I OPREDELENA S TONOSTX DO IZOMORFIZMA lBAQ
GRUPPA IZOMORFNA FAKTORGRUPPE NEKOTOROJ SWOBODNOJ GRUPPY

TA TEOREMA ESTX ASTNYJ SLUAJ BOLEE OBEGO FAKTA KOTORYJ BU
DET DOKAZAN W SLEDUEJ GLAWE kONKRETNOE VE POSTROENIE F  NEFOR



















 X  
k
 	  n      k  n  uMNOVENIE OSUESTWLQETSQ
PUTEM PRIPISYWANIQ ODNOGO SLOWA K DRUGOMU pRI TOM NADO OTOVDEST




x S PUSTYM SLOWOM TO ESTX S EDINICEJ
GRUPPY F  mEVDU LEMENTAMI IZ X NET NIKAKIH SOOTNOENIJ KROME
TEH KOTORYE QWLQTSQ SLEDSTWIQMI OPREDELENIQ GRUPPY rAZUMEETSQ
NA SAMOM DELE NADO GOWORITX O MNOVESTWE KLASSOW KWIWALENTNYH SLOW
pUSTX GRUPPA G IZOMORFNA F	H  GDE H  NORMALXNAQ PODGRUPPA
F  POROVDENNAQ KAK NORMALXNAQ PODGRUPPA   MNOVESTWOM LEMENTOW
Z  QWLQIHSQ SLOWAMI W ALFAWITE X  tOGDA GOWORQT TO GRUPPA G
ZADANA MNOVESTWOM OBRAZUIH X I SOOTNOENIJ Z  oBOZNAENIQ
G  h X j Z i  GRXjZ















 Z  I OBRAZ x  X W G OBOZNAAETSQ SNOWA

















G  	ASTO WMESTO SAMOGO z PIETSQ z    TOBY PODERKNUTX TO
OBSTOQTELXSTWO eSLI z  ab
 
 TO PIETSQ TAKVE a  b  eSLI





























       x
n
 ESTX SLOWA W ALFAWITE x
 
       x
n

I ZADANO OTOBRAVENIE   fx
 
       x
n
g  W W GRUPPU W  TAKOE TO
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x
n
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pRIMER   oDNO IZ WAVNEJIH SEMEJSTW BESKONENYH GRUPP 
GRUPPY KOS  GRUPPY KOS aRTINA n Q GRUPPA KOS GRUPPA KOS S n NI




 I FORMALXNO OPREDELQETSQ
KAK GRUPPA S OBRAZUIMI 
 
        
n 






















PRI ji jj   
rASSMOTRIM GRUPPU PODSTANOWOK n J STEPENI S
n
 iZWESTNO TO ONA
POROVDAETSQ TRANSPOZICIQMI t
i






















PRI ji jj  
I KROME TOGO t

i












GOMOMORFIZMOW NAZYWATSQ GRUPPAMI KRAENYH KOS aRTINA
w TEORII GRUPP KOS WAVNOE MESTO ZANIMAT PREDSTAWLENIQ bURAU 
ILI bRAU   GOMOMORFIZMY B
n
W GRUPPY OBRATIMYH MATRIC IME
IE SLEDUIJ WID zAFIKSIRUEM KOMPLEKSNOE ISLO t    nEREDU





W MATRICY n GO PORQDKA  PODRAZUMEWAETSQ TO W NIH WSE PUSTYE





















































dRUGOE PREDSTAWLENIE bURAU OTOBRAVAET 
i
W MATRICY n GO PORQDKA
b
i
 USTROENNYE SLEDUIM OBRAZOM  SNOWA PREDPOLAGAETSQ TO PUSTYE





































































































   i  n  LEMENTY t RASPOLOVENY W i M STOLCE
W i  J I W i J STROKAH
	  aSSOCIATIWNYE KOLXCA  ALGEBRY POLQ 
oPREDELENIE  kOLXCOM R NAZYWAETSQ MNOVESTWO S DWUMQ BI
NARNYMI OPERACIQMI SLOVENIEM I UMNOVENIEM TAKIMI TO OTNOSI
TELXNO SLOVENIQ R ESTX ABELEWA GRUPPA I WYPOLNQETSQ SWOJSTWO DIST
RIBUTIWNOSTI BILINEJNOSTI UMNOVENIQ DLQ WSEH x y z  R
xy  z  xy  xz  x  yz  xz  yz  

kOLXCO NAZYWAETSQ ASSOCIATIWNYM ESLI OPERACIQ UMNOVENIQ W R AS
SOCIATIWNA TO ESTX DLQ WSEH x y z  R IMEET MESTO RAWENSTWO xyz 
xyz ZNAIT R  POLUGRUPPA PO UMNOVENI kOLXCO NAZYWAETSQ
KOMMUTATIWNYM ESLI R  KOMMUTATIWNAQ POLUGRUPPA PO UMNOVENI
TO ESTX DLQ WSEH x y  R xy  yx  gOWORQT TO R ESTX KOLXCO S EDI
NICEJ ESLI W POLUGRUPPE PO UMNOVENI R ESTX EDINICA   
R
 aS
SOCIATIWNOE KOMMUTATIWNOE KOLXCO S EDINICEJ NAZYWAETSQ TELOM ESLI
MNOVESTWO NENULEWYH LEMENTOW R ESTX GRUPPA OTNOSITELXNO OPERACII
UMNOVENIQ kOLXCO R NAZYWAETSQ POLEM ESLI R ESTX KOMMUTATIWNOE
TELO
tEOREMA  kAVDOE KONENOE TELO KOMMUTATIWNO TO ESTX QW 
LQETSQ POLEM
gOWORQT TO LEMENT x  R QWLQETSQ DELITELEM NULQ ESLI x   I
SUESTWUET y    TAKOJ TO LIBO xy    LIBO yx    
LEMENT x 
R NAZYWAETSQ OBRATIMYM ESLI SUESTWUET y  R  TAKOJ TO xy   I
yx    w ASSOCIATIWNOM KOLXCE S EDINICEJ MNOVESTWO WSEH OBRATIMYH
LEMENTOW OBRAZUET GRUPPU PO UMNOVENI OBOZNAAEMU EREZ U R
 GRUPPU OBRATIMYH LEMENTOW KOLXCA R  w ASSOCIATIWNOM KOLXCE
OBRATIMYJ LEMENT NE MOVET BYTX DELITELEM NULQ
w DALXNEJEM RASSMATRIWATSQ TOLXKO ASSOCIATIWNYE KOLXCA S EDI
NICEJ NAZYWAEMYE PROSTO KOLXCAMI
kOLXCO W KOTOROM KAVDYJ NENULEWOJ LEMENT NE QWLQETSQ DELITELEM
NULQ NAZYWAETSQ OBLASTX CELOSTNOSTI  INOGDA  PROSTO OBLASTX 

TOT TERMIN AE WSEGO PRIMENQETSQ K KOMMUTATIWNYM KOLXCAM
oPREDELENIE  pUSTX R  S  KOLXCA gOMOMORFIZMOM KOLEC
S EDINICEJ NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE f  R  S  KOTOROE QWLQETSQ
GOMOMORFIZMOM ADDITIWNYH GRUPP I MULXTIPLIKATIWNYH POLUGRUPP

I OTOBRAVAT EDINICU W EDINICU tAKIM OBRAZOM
fx 	 y  fx 	 fy f  
fxy  fxfy f   
qDRO GOMOMORFIZMA KOLEC Kerf  f x  R j fx   g 
oPREDELENIE  iDEAL A KOLXCA R  TO PODMNOVESTWO A  R 
QWLQEESQ PODGRUPPOJ ADDITIWNOJ GRUPPY R TO ESTX GRUPPY R PO
SLOVENI I TAKOE TO DLQ WSEH x  R  a  A IMET MESTO WKLENIQ
xa  A  ax  A 
iDEALY fg I R NAZYWATSQ TRIWIALXNYMI rAWENSTWO A  R RAW
NOSILXNO NALII W A HOTQ BY ODNOGO OBRATIMOGO LEMENTA ILI VE
WKLENI   A  tAKIM OBRAZOM W TELAH I W POLQH NET NETRIWIALX
NYH IDEALOW kOLXCA W KOTORYH NET NETRIWIALXNYH IDEALOW NAZYWA
TSQ PROSTYMI
qDRA GOMOMORFIZMOW KOLEC QWLQTSQ IDEALAMI KOLEC iDEALY QWLQ
TSQ DLQ KOLEC PRIMERNO TEM VE EM DLQ GRUPP QWLQTSQ NORMALXNYE
PODGRUPPY w ASTNOSTI IMEET MESTO TEOREMA
tEOREMA  qDRO A  Kerf LBOGO GOMOMORFIZMA KOLEC f 
R  S ESTX IDEAL W R  eSLI s  fr  r  R  TO f
 
s  r  A 
oBRATNO DLQ LBOGO IDEALA A  R NAJDETSQ KOLXCO S I GOMOMOR 
FIZM f  R  S  TAKOJ TO A  Kerf 
sLEDSTWIE  gOMOMORFIZM KOLEC f  R  S QWLQETSQ IN 
EKTIWNYM TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA EGO QDRO  TRIWIALXNYJ
NULEWOJ IDEAL Kerf  f  g 
qWNYJ SPOSOB POSTROENIQ S I GOMOMORFIZMA f PO DANNOMU IDEALU
 KONSTRUKCIQ FAKTORKOLXCA KOLXCA k PO IDEALU A 

	
oPREDELENIE  fAKTORKOLXCO KOLXCA R PO IDEALU A  TO
FAKTORGRUPPA R	A ABELEWOJ GRUPPY  PO SLOVENI  R PO EE PODGRUP
PE A  TO ESTX MNOVESTWO RAZLINYH SMEVNYH KLASSOW WIDA x  A S
OPERACIEJ x  A 	 y  A  x 	 y  A  NA KOTOROJ DOPOLNITELXNO
WWEDENA OPERACIQ UMNOVENIQ
x  Ay  A  xy  A
rOLX NULQ IGRAET SMEVNYJ KLASS A  ROLX EDINICY  KLASS   A 
oTOBRAVENIE   R  R	A  x  xA STANOWITSQ SREKTIWNYM
GOMOMORFIZMOM KOLEC NAZYWAEMYM ESTESTWENNOJ PROEKCIEJ NA FAKTOR
KOLXCO  PRIEM Ker  A 
tEOREMA   tEOREMA O GOMOMORFIZME pUSTX DANO KOLXCO
R  EGO IDEAL A  I GOMOMORFIZM KOLEC f  R  S  TAKOJ TO
A  Kerf  tOGDA SUESTWUET ODIN I TOLXKO ODIN GOMOMORFIZM





   
R	A
oBRAZ  SOWPADAET S OBRAZOM f  gOMOMORFIZM  INEKTIWEN
TOGDA I TOLXKO TOGDA ESLI A  Kerf  w TOM SLUAE  OSU 
ESTWLQET IZOMORFIZM MEVDU R	A I PODKOLXCOM fR  S 






qWNAQ FORMULA DLQ   x  A  fx 
pRIMER    sTANDARTNYE OBOZNAENIQ  Z  KOLXCO CELYH ISEL
Q  POLE RACIONALXNYH ISEL R  POLE DEJSTWITELXNYH ISEL C
 POLE KOMPLEKSNYH ISEL


pRIMER    pUSTX R  KOLXCO mNOVESTWO WSEH KWADRATNYH
n   n MATRIC S KOMPONENTAMI IZ R OBRAZUET KOLXCO OTNOSITELXNO
OBYNYH OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ MATRIC kOMMUTATIWNOSTX
R NE OBQZATELXNA kOLXCO MATRIC NAD R OBOZNAAETSQ EREZ M
n
R 
pRIMER     kOLXCO MNOGOLENOW Rx
 
        x
n
 S KOFFICIENTAMI
IZ KOLXCA R  KOLXCO KOFFICIENTOW MOVET NE BYTX KOMMUTATIWNYM
PEREMENNYE x
i
KOMMUTIRUT MEVDU SOBOJ I SO WSEMI LEMENTAMI IZ
R 
oPREDELENIE  iDEAL A KOLXCA R NAZYWAETSQ GLAWNYM ES
LI SUESTWUET r  R  POROVDAIJ LEMENT  TAKOJ TO A 
f a  R j a 
P
xyR
xry g  gLAWNYJ IDEAL POROVDENNYJ LEMENTOM
r  OBOZNAAETSQ EREZ r  ILI EREZ hri  eSLI R KOMMUTATIWNO TO
r  f xr  rx j x  R g OBOZNAAETSQ EREZ rR ILI Rr  kOLXCO
R NAZYWAETSQ KOLXCOM GLAWNYH IDEALOW ESLI KAVDYJ IDEAL W R QW
LQETSQ GLAWNYM eSLI R  KROME TOGO  OBLASTX CELOSTNOSTI TO R
NAZYWAETSQ OBLASTX GLAWNYH IDEALOW
tEOREMA  kOLXCA Z I Kx  GDE K  POLE  QWLQTSQ OB 
LASTQMI GLAWNYH IDEALOW
tAKIM OBRAZOM KAVDYJ IDEAL W Z IMEET WID nZ  GDE n MOVNO WY
BRATX NEOTRICATELXNYM 
TO  MNOVESTWO WSEH ISEL DELQIHSQ NA
n BEZ OSTATKA
tEOREMA  eSLI f  R  S  SREKTIWNYJ GOMOMORFIZM
KOLEC I R  KOLXCO GLAWNYH IDEALOW TO S  TAKVE KOLXCO GLAWNYH
IDEALOW
eSLI K  S  IDEAL W S  TO f
 
K  IDEAL W R  KOTORYJ QWLQETSQ




gOWORQT TO IDEAL A  R POROVDEN LEMENTAMI IZ MNOVESTWA f r
i
j i 














WSEWOZMOVNYE LEMENTY IZ R  POTI WSE RAWNYE NUL gOWORQT TO A
KONENO POROVDEN ESLI U NEGO SUESTWUET KONENOE MNOVESTWO OBRAZU
IH
tEOREMA  tEOREMA gILXBERTA O BAZISE eSLI K  POLE TO
KAVDYJ IDEAL KOLXCA MNOGOLENOW Kx
 
        x
n
 KONENO POROVDEN
tEOREMA 	  fAKTORKOLXCO Z	pZ QWLQETSQ POLEM TOGDA I
TOLXKO TOGDA KOGDA p  PROSTOE ISLO
 fAKTORKOLXCO Kx	p  GDE K  POLE A p  px  MNOGOLEN
 QWLQETSQ POLEM TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA p  NEPRIWODI 
MYJ MNOGOLEN
pRIMER    fAKTORKOLXCA WIDA Z	nZ  SOSTOQIE IZ n LEMENTOW
  nZ     nZ     nZ        n   n    nZ
NAZYWATSQ KOLXCAMI WYETOW PO MODUL n  A IH LEMENTY KLASSA
MI WYETOW PO MODUL n  gOWORQT TO ISLA k I m SRAWNIMY DRUG
S DRUGOM PO MODUL n  ESLI k  nZ  m  nZ  ILI TO RAWNOSILXNO
k m DELITSQ NACELO NA n  oBOZNAENIE k  m mod n 
pRQMOE PROIZWEDENIE KOLEC OPREDELQETSQ KAK PRQMOE PROIZWEDENIE
SOOTWETSTWUIH ABELEWYH GRUPP PO SLOVENI A TAK KAK U SOMNO
VITELEJ ESTX EE MULXTIPLIKATIWNOE UMNOVENIE DELAEE IH POLU
GRUPPAMI TO SOOTWETSTWUEE POLUGRUPPOWOE UMNOVENIE MOVNO OPRE
DELITX I NA IH PROIZWEDENII KOTOROE PREWRAAETSQ W REZULXTATE W AS






















































































 i     STANOWQTSQ
GOMOMORFIZMAMI KOLEC pROIZWEDENIE PROIZWOLXNOGO SEMEJSTWA KOLEC




























KOLXCA R NAZYWATSQ WZAIMNO PROSTYMI ILI KOMAK































OPREDELQETSQ KAK MNOVESTWO WSEWOZ























Z  TO TI IDEALY WZAIMNO PROSTY TOGDA I TOLXKO TOG


















































































































 RAZLOVENIE ISLA n W PROIZWEDENIE PROSTYH
SOMNOVITELEJ p
i
 RAZLINYE PROSTYE ISLA kOLXCA WIDA Z	p
k
Z
UVE NELXZQ RAZLOVITX W PROIZWEDENIE
rASSMOTRIM STROENIE GRUPP OBRATIMYH LEMENTOW KOLEC WYETOW
lEMMA  	LEMENT m  mnZ OBRATIM W Z	nZ TOGDA I TOLXKO
TOGDA ESLI m WZAIMNO PROSTO S n 
pORQDOK GRUPPY OBRATIMYH LEMENTOW U Z	nZ OBOZNAAETSQ EREZ
n   NAZYWAETSQ FUNKCIEJ 








tEOREMA   tEOREMA 
JLERA  m
n
  mod n PRI m WZA 
IMNO PROSTOM S n 
tEOREMA  mALAQ TEOREMA fERMA m
p 
  mod p PRI
PROSTOM p I m  NE DELQEMSQ NA p 
tEOREMA  gRUPPA U Z	pZ PRI PROSTOM p QWLQETSQ CIKLI 
ESKOJ










   U R






j  jU R
 
j  jU R

j 




















oPREDELENIE  pRAWYM MODULEM NAD KOLXCOM R PRAWYM R 
MODULEM NAZYWAETSQ ABELEWA GRUPPA M  OPERACIQ SLOVENIE WMES
TE S ZADANNOJ OPERACIEJ UMNOVENIQ NA SKALQRY LEMENTY KOLXCA





























  r  m    m    m 
oBOZNAENIQ WIDA M
R
WYRAVAT TOT FAKT TO M ESTX PRAWYJ R 
MODULX
gOMOMORFIZM f IZ PRAWOGO R MODULQ M
 
W PRAWYJ R MODULX M

 TO GOMOMORFIZM ABELEWYH GRUPP TAKOJ TO DLQ WSEH m  M
 

r  R  IMEET MESTO RAWENSTWO fmr  fmr 
lEWYE MODULI I IH GOMOMORFIZMY OPREDELQTSQ SOWERENNO ANALO
GINO oBOZNAENIQ WIDA
R
M WYRAVAT TOT FAKT TO M ESTX LEWYJ
R  MODULX eSLI KOLXCO R KOMMUTATIWNO TO MEVDU LEWYMI I PRA
WYMI MODULQMI NET RAZNICY PRAWYJ MOVNO SDELATX LEWYM POLAGAQ
rm  mr  I NAOBOROT
pODMODULX PRAWOGO R MODULQ M  TO ABELEWA PODGRUPPA M
 

M  TAKAQ TO ESLI x  M
 
 r  R  TO xr  M
 
 I ANALOGINO DLQ
LEWYH MODULEJ wLOVENIE M
 
 M W TOM SLUAE ESTX GOMOMORFIZM
MODULEJ
sAMO KOLXCO R ESTX PRAWYJ R MODULX R
R





R NAZYWATSQ LEWYMI IDEALAMI KOLXCA R  A PRA
WYE PODMODULI R
R
NAZYWATSQ PRAWYMI IDEALAMI R  eSLI A  R
QWLQETSQ ODNOWREMENNO I LEWYM I PRAWYM IDEALOM R  TO A NAZYWAET


SQ DWUHSTORONNIM IDEALOM R  
TO  TO VE SAMOE TO I IDEAL KOLXCA
W SMYSLE DANNOGO WYE OPREDELENIQ
pRIMER    mODULI NAD POLEM  TO OBYNYE WEKTORNYE PRO
STRANSTWA GOMOMORFIZMY  OBYNYE LINEJNYE OTOBRAVENIQ
pRIMER  
  mODULI NAD Z  TO W SUNOSTI TO VE SAMOE TO
I ADDITIWNO ZAPISYWAEMYE ABELEWY GRUPPY eSLI x M  n  Z  TO
PRI n   LEMENT nx OPREDELQETSQ KAK SUMMA n KZEMPLQROW x  A
PRI n    KAK SUMMA n KZEMPLQROW x  gOMOMORFIZMY MODULEJ
NAD Z  TO GOMOMORFIZMY ABELEWYH GRUPP
oPREDELENIE  pUSTX R  KOLXCO DAVE NE OBQZATELXNO ASSO
CIATIWNOE ILI S EDINICEJ K  KOMMUTATIWNOE ASSOCIATIWNOE KOLXCO
S EDINICEJ R NAZYWAETSQ ALGEBROJ NAD K ILI K  ALGEBROJ ESLI NA
R OPREDELENA STRUKTURA K  MODULQ W DANNOM SLUAE NEWAVNO PRAWO
GO ILI LEWOGO TAKAQ TO UMNOVENIE W R STANOWITSQ K  BILINEJNYM
OTOBRAVENIEM 
TO OZNAAET TO DLQ LBYH x y z  R  a b  K IME
T MESTO RAWENSTWA axbyz  axybxz  xaybz  axybxz 
pODERKNEM TO PO OPREDELENI ax  xa PRI x  R  a  K  TAK
TO axy  xay  xay  xya 
gOMOMORFIZM ALGEBR  TO GOMOMORFIZM KOLEC ODNOWREMENNO QWLQ
IJSQ I GOMOMORFIZMOM MODULEJ
lEMMA  eSLI R  ASSOCIATIWNOE KOLXCO S EDINICEJ TO ZADA 
NIE NA R STRUKTURY K   ALGEBRY RAWNOSILXNO ZADANI GOMOMORFIZMA
KOLEC S EDINICEJ h  K  R  TAKOGO  TO DLQ LBYH x  R  a  K
IMEET MESTO RAWENSTWO xha  hax 
eSLI ZADAN GOMOMORFIZM TO STRUKTURA MODULQ OPREDELQETSQ TAK  xa 
xha  eSLI ZADANA STRUKTURA ALGEBRY TO GOMOMORFIZM STROITSQ TAK
ha  a 
R
 kOGDA h INEKTIWEN TO OBYNO SITAT TO TO PROSTO


WKLENIE I TAKIM OBRAZOM K ESTX PODKOLXCO R S DOPOLNITELXNYM
SWOJSTWOM WSE LEMENTY K KOMMUTIRUT SO WSEMI LEMENTAMI R  w
ASTNOSTI R ESTX ALGEBRA NAD LBYM SWOIM PODKOLXCOM S SOOTWET
STWUIM SWOJSTWOM
mNOGIE RASSMOTRENNYE PRIMERY KOLEC QWLQTSQ TAKVE I PRIMERA




        x
n
 ESTX ALGEBRY NAD K 
wAVNYJ SPOSOB OPISANIQ ALGEBR DAET SLEDUAQ LEMMA
lEMMA  pUSTX R ESTX SWOBODNYJ MODULX NAD K S BAZISOM
f e
i
j i  I g  SM OPREDELENIE W SLEDUEM RAZDELE  dOPUSTIM
















 K I POTI WSE RAWNY NUL tOGDA NA R MOVNO OPREDELITX














































dLQ TOGO TOBY POLUIWAQSQ ALGEBRA BYLA ASSOCIATIWNYM KOLXCOM













  dLQ TOGO TOBY POLUIWAQSQ ALGEBRA
BYLA KOMMUTATIWNYM KOLXCOM NEOBHODIMO I DOSTATONO TOBY DLQ













 K NAZYWATSQ STRUKTURNYMI KONSTANTAMI ALGEBRY




BUDEM GOWORITX KAK O TABLICE UMNO
VENIJ ALGEBRY
pRIMER    tELO KWATERNIONOW H  ALGEBRA NAD R  rASSMOTRIM
WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD R c BAZISOM IZ ETYREH LEMENTOW   i  j 
k oPREDELIM TABLICU UMNOVENIQ SLEDUIM OBRAZOM x  x  x










ij  k  ji jk  i  kjki  j  ik 
nETRUDNO PROWERITX TO TEM SAMYM OPREDELENA ASSOCIATIWNAQ NO NE
KOMMUTATIWNAQ ALGEBRA S EDINICEJ oTOVDESTWIM R S PODKOLXCOM H 
SOSTOQIM IZ LEMENTOW WIDA r   r  R  oPREDELIM DLQ KWATERNIONA
q  txiy jz k EGO SOPRQVENNYJ q  txiy jz k  tOGDA








 R N q   TOGDA I TOLXKO TOGDA








zAMETIM TO C TAKVE MOVNO SITATX PODKOLXCOM H  PODALGEBROJ S
BAZISOM  i  NO H NE BUDET ALGEBROJ NAD C 
tEOREMA  fROBENIUS pUSTX K  KONENOMERNAQ ASSOCIA 
TIWNAQ ALGEBRA NAD POLEM DEJSTWITELXNYH ISEL R  TO ESTX K 
KONENOMERNOE WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD R  eSLI K QWLQETSQ
TELOM W STARYH KNIGAH PIUT  ALGEBROJ S DELENIEM	  TO LIBO









pRIMER    pUSTX K  KOMMUTATIWNOE KOLXCO G  POLUGRUPPA
S EDINICEJ kAK BUDET POKAZANO W SLEDUEM RAZDELE MOVNO POSTROITX
SWOBODNYJ K MODULX KG S BAZISOM G  eGO LEMENTY FORMALXNYE







 K  uMNOVENIE W G ZADAET TE


























eDINICA G BUDET TAKVE EDINICEJ POLUGRUPPOWOJ ALGEBRY KG  sAMU
POLUGRUPPU G MOVNO SITATX PODMNOVESTWOM  BAZISOM  KG 
eSLI G ESTX SWOBODNAQ KOMMUTATIWNAQ POLUGRUPPA S BAZISOM X  TO
KG ESTX NE TO INOE KAK KOLXCO  ALGEBRA MNOGOLENOW OT PEREMEN
NYH X 
zAMETIM TO ESLI R  ALGEBRA NAD K  A  IDEAL R  TO FAKTOR
KOLXCO R	A ESTESTWENNYM OBRAZOM TAKVE PREWRAAETSQ W ALGEBRU NAD
K dOSTATONO POLOVITX DLQ c  K  x  R cx A  cx  A  sOOT
WETSTWUIJ GOMOMORFIZM K  R	A ESTX KOMPOZICIQ GOMOMORFIZ
MOW K  R I R  R	A  eSLI K  POLE TO WSE TI GOMOMORFIZMY
INEKTIWNY I MOVNO SITATX K KAK PODKOLXCOM R  TAK I PODKOLXCOI
R	A  c  K OTOVDESTWLQETSQ S c  
R
 A 
rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO STROENIE KOLEC WIDA Kx	fx  GDE K
 POLE fx  Kx  kAK UVE OTMEENO TO  ALGEBRY NAD K 











 Kx  tOGDA FAKTORALGEBRA Kx	fx ESTX n   MERNOE
WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD K S BAZISOM









w ASTNOSTI ESLI K  Z	pZ  KONENOE POLE IZ p LEMENTOW p
PROSTOE ISLO TO MNOVESTWO Kx	fx SOSTOIT IZ p
n
LEMENTOW
pOLE K  Z	pZ PRINQTO OBOZNAATX TAKVE EREZ F
p
I NAZYWATX
PROSTYM KONENYM POLEM HARAKTERISTIKI p 
tEOREMA   tEOREMA O STROENII KONENYH POLEJ  lBOE KO 
NENOE POLE IZOMORFNO ODNOMU IZ POLEJ WIDA F
p
x	fx  GDE fx 
F
p
x  NEKOTORYJ NEPRIWODIMYJ MNOGOLEN pROSTYE POLQ SOSTOQT
 	
TAKIM OBRAZOM IZ p
n
LEMENTOW GDE p  PROSTOE A n    NEKO 
TOROE CELOE ISLO oBRATNO DLQ LBYH p  n SUESTWUET I EDINST 





x	fx  PRIEM f OPREDELEN NEODNOZNANO eSLI
K  KONENOE POLE TO GRUPPA U K QWLQETSQ CIKLIESKOJ
lBOE POLE K  KAK I LBOE ASSOCIATIWNOE KOLXCO S EDINICEJ ESTX
ALGEBRA NAD Z  I POTOMU SUESTWUET GOMOMORFIZM h  Z  K  TA
KOJ TO hn  n  
K
 eSLI TOT GOMOMORFIZM INEKTIWEN TO MOVNO
SITATX TO Z  K  A TOGDA I Q  K  w TOM SLUAE GOWORQT TO PO
LE K IMEET NULEWU HARAKTERISTIKU  ILI HARAKTERISTIKA K RAWNA
NUL charK   
eSLI VE Kerh  fg  TO Kerh  p  pZ DLQ NEKOTOROGO PROS
TOGO p    w TOM SLUAE GOWORQT TO HARAKTERISTIKA POLQ K RAWNA
p  charK  p    pO TEOREME O GOMOMORFIZME SUESTWUET INEKTIW
NYJ GOMOMORFIZM F
p
 K  I MOVNO SITATX TO POLQ HARAKTERISTIKI
p  TO TE POLQ KOTORYE SODERVAT F
p
W KAESTWE PODPOLQ w POLQH
HARAKTERISTIKI p    BOLEE TOGO W ALGEBRAH NAD TAKIMI POLQMI DLQ




   A DLQ LBYH







tEOREMA  pUSTX K  POLE fx  Kx  MNOGOLEN STE 
PENI n    sUESTWUET POLE L  SODERVAEE K W KAESTWE PODPO 
LQ TAKOE TO fx  Kx  Lx IMEET KORENX W L  bOLEE TOGO
SUESTWUET DAVE TAKOE L  TO f RASKLADYWAETSQ W Lx NA LINEJ 
NYE MNOVITELI
dOSTATONO SITATX f NEPRIWODIMYM  W Kx  I TOGDA W KAESTWE
POLQ L MOVNO WZQTX POLE Kx	f  pOLE K MOVNO OTOVDESTWITX S
PODPOLEM Kx	f  I TOGDA GOMOMORFIZM ESTESTWENNOJ PROEKCII  
 
Kx  Kx	f STANOWITSQ GOMOMORFIZMOM K ALGEBR eSLI x 

















 gx  w ASTNOSTI DLQ g  f POLUIM fx 
f   
pRIMER  	  pUSTX fx  x

  Rx  tOGDA Rx	x

 IMEET





     TO ESTX x

   








  mODULI I WEKTORNYE PROSTRANSTWA 
wSE RASSMATRIWAEMYE MODULI PRAWYE A GOMOMORFIZMY PIUTSQ SLE
WA OT ARGUMENTOW sLUAJ LEWYH MODULEJ OGOWARIWAETSQ OSOBO
dLQ MODULEJ OPREDELENIQ KONSTRUKCIQ FAKTORMODULQ PO PODMODUL
WWODQTSQ TONO TAKVE KAK WYE DLQ ABELEWYH GRUPP eSLI M
 






r  xr M
 

GDE x  M  r  R  dLQ FAKTORMODULEJ SPRAWEDLIWY ANALOGI WSEH
UTWERVDENIJ O FAKTORGRUPPAH TEOREMA OB IZOMORFIZME I TP PRI
WODIWIHSQ WYE
oPREDELENIE  mODULX V NAD KOLXCOM R NAZYWAETSQ SWOBOD
NYM  SWOBODNYM R MODULEM  ESLI ON OBLADAET BAZISOM TO ESTX TAKIM
PODMNOVESTWOM X  V  KOTOROE POROVDAET V  I QWLQETSQ LINEJNO NE
ZAWISIMYM NAD R 
lINEJNOJ OBOLOKOJ X  ILI PODMODULEM POROVDENNYM X  OBO
ZNAENIE  hXi  NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH LINEJNYH KOMBINACIJ










 R POTI WSE r
x
  g
tAKIM OBRAZOM X POROVDAET V X ESTX MNOVESTWO OBRAZUIH DLQ
V  ESLI V  hXi 





  TOGDA I TOLX
KO TOGDA ESLI WSE r
x
   w TOM SLUAE PREDSTAWLENIE LEMENTA v  V






tEOREMA  pUSTX V ESTX MODULX NAD TELOM K W ASTNOSTI
K MOVET BYTX POLEM I TOGDA V  WEKTORNOE PROSTRANSTWO
 eSLI W V SUESTWUET BAZIS X  TO LBOJ DRUGOJ BAZIS Y IME 
ET TU VE MONOSTX TO I X  w ASTNOSTI ESLI SUESTWUET
KONENYJ BAZIS IZ n LEMENTOW TO WSE BAZISY SODERVAT ROWNO
n LEMENTOW
 eSLI DANO LINEJNO NEZAWISIMOE PODMNOVESTWO X  V  I LBOE
POROVDAEE V MNOVESTWO Y  hY i  V  TO SUESTWUET POD 
MNOVESTWO Z  Y  TAKOE TO X  Z    I X Z ESTX BAZIS
V 
  w ASTNOSTI POLAGAQ X PUSTYM POLUIM TO IZ LBOGO MNO 
VESTWA OBRAZUIH V WSEGDA MOVNO WYBRATX BAZIS w AST 
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oPREDELENIE mNOVESTWO L NAZYWAETSQ ASTINO UPORQDOEN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 TO ESTX PODMNOVESTWO
P  L L  PIETSQ x  y  ESLI x y  P  OBLADAEE SLEDUIMI
SWOJSTWAMI 
 dLQ KAVDOGO x  L IMEET MESTO SOOTNOENIE x  x 
 dLQ LBYH x y  L IZ x  y I y  x SLEDUET x  y 
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pRIMER   pUSTX L ESTX MNOVESTWO POLOVITELXNYH NATURALX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oPREDELENIE  pUSTX L  ASTINO UPORQDOENNOE MNOVESTWO
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LEMENT z  L NAZYWAETSQ TONOJ NIVNEJ GRANX LEMENTOW x y  L 
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x y  pODREETKOJ REETKI L NAZYWAETSQ PODMNOVESTWO L
 
 L 
TAKOE TO IZ x y  L
 
SLEDUET supx y  L
 
 infx y  L
 
 nAIBOLX
IJ LEMENT REETKI  ESLI ON SUESTWUET  NAZYWAETSQ EDININYM
LEMENTOM REETKI  EDINICEJ  I BUDET OBOZNAATXSQ KAK   NAI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LEMENTOM REETKI 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tEOREMA  kAVDAQ DISTRIBUTIWNAQ REETKA MODULQRNA
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tEOREMA 	 dISTRIBUTIWNOSTX REETKI KWIWALENTNA SLEDU 
EMU SWOJSTWU
dLQ LBYH x y z  L IZ xy  zy I xy  zy SLEDUET x  z 

LEMENT REETKI a NAZYWAETSQ NERAZLOVIMYM ESLI IZ a  b  c
WSEGDA SLEDUET a  b ILI a  c  pUSTX P  ASTINO UPORQDOENNOE
MNOVESTWO pODMNOVESTWO Z  P NAZYWAETSQ NASLEDSTWENNYM ESLI IZ
x  Z I y  x SLEDUET y  Z 
tEOREMA 













GDE L  KONENAQ DISTRIBUTIWNAQ REETKA P  KONENOE AS 
TINO UPORQDOENNOE MNOVESTWO JL  MNOVESTWO NERAZLOVIMYH
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TOGDA ESLI ONA IZOMORFNA PODREETKE REETKI WSEH PODMNOVESTW
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dOPOLNENIE LEMENTA x W BULEWOJ ALGEBRE OBOZNAAETSQ EREZ x
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E TO DISTRIBUTIWNAQ REETKA S NULEM  I EDINICEJ X  dOPOLNE

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X ESTX TEORETIKOMNOVESTWENNOE DOPOLNENIE
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KOTOROGO IZ   x  a SLEDUET x   ILI x  a 
tEOREMA  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NA BULEWOJ ALGEBRE WSEH PODMNOVESTW MNOVESTWA SWOIH ATOMOW
bULEWYM KOLXCOM NAZYWAETSQ ASSOCIATIWNOE KOMMUTATIWNOE KOLXCO
S EDINICEJ W KOTOROM DLQ LBOGO LEMENTA x IMET MESTO RAWENSTWA
x  x    I x

 x fAKTIESKI DOSTATONO POTREBOWATX  TOBY DLQ
KAVDOGO x IMELO MESTO x

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x  x

 xx  xx 
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
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OPREDELITX OPERACI UMNOVENIQ x 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x
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iNYMI SLOWAMI
x  a b  x  a  b
dOWOLXNO ASTO W KONKRETNYH PRIMERAH SUESTWUT TONYE WERHNIE

















oPREDELENIE  aLGEBROJ gEJTINGA  ILI GEJTINGOWOJ ALGEB
ROJ ILI PSEWDOBULEWOJ ALGEBROJ NAZYWAETSQ DISTRIBUTIWNAQ REETKA
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STWA
lEMMA  w LBOJ ALGEBRE gEJTINGA WYPOLNQTSQ SLEDUIE SO 
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tEOREMA  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